Aufagebenkatalog zum Kurs zu Stoch0 — Winter 2024 /2025
Aufgaben zum Thema Stetige Zufallsvariablen
DR. ANTON MALEVICH

Aufgabe 1 Sei X eine beliebige stetige Zufallsvariable mit Dichte f(z) und Verteilungsfunktion

F(z). Sind die folgenden Aussagen richtig oder unter Umsténden falsch?
a) f(z) <1 fiir alle x.

b) F(x) <1 fiir alle z.

c) /OO f(t)dt =1— F(z).
d) Ist z; < zj so ist F(x;) < F(z5).

Aufgabe 2 FEine stetige Zufallsvariable X habe Dichte

1—|z| fir —1<z<1
fw) = { |
0 sonst.

a) Uberpriifen Sie, ob die Dichte wirklich die Normierungseigenschaft besitzt.
b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F'(x), und skizzieren Sie deren Verlauf.

c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(|X| < 0.5).

Aufgabe 3 Sei X eine stetige ZufallsgroBe, fiir die gilt

{x_4 firz>1

1 sonst.

a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X.
b) Berechnen Sie die Dichte f(x) von X.
c) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von X.

Aufgabe 4 Die Dichte einer stetigen Zufallsvariable X besitzt folgende Gestalt:

f(x)

0.5

Bestimmen Sie:

a) B(X), b) P(X <3), ¢) P0< X <3), d) P(X>3), ) P(1<X <7), f) F(3).
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Aufgabe 5 Fiir eine stetige Zufallsvariable X gilt:

4ax, 0<z<l1
fx)=< —ax+05, 1<z<5
0, sonst

Bestimmen Sie den Parameter a so, dass f(z) eine Dichtefunktion von X ist. Ermitteln Sie die
zugehorige Verteilungsfunktion und skizzieren Sie deren Verlauf. Berechnen Sie den Erwartungs-
wert sowie die Varianz von X.

Aufgabe 6 Fiir a,b > 0sei g: R — [0,00) definiert durch

a, fallsxz € [-5,—4],
g(x) =<0, fallsze€(l,3],
0, sonst.
a) Bestimmen Sie a und b sodass g die Dichte einer Zufallsvariable X mit F(X) =1 ist.
b) Berechnen Sie P(X > 0) fiir eine Zufallsvariable X mit Dichte g.
c¢) Berechnen Sie P(|X| < 2).
d) Berechnen Sie P(X = —4).

Aufgabe 7 a) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

0, =<0
Fx(z)=q2% z€][0,1)
1, x>1

Sei Y = X 1. Geben Sie die Verteilungsfunktion von Y an.
Seien nun die Zufallsvariablen X,, und Y;, N'(0,2"*1) verteilt und sei Z, = X,, + Yj,.

b) Geben Sie die Dichte von X,, an.
a) Zeigen Sie: E[Z,] = 0 und E[Z2] = (3)".
b) Zeigen Sie: Z, ~—>% 0 fast sicher.
Aufgabe 8
Aufgabe 9
Aufgabe 10

Aufgabe 11 Sei X exponenziellverteilt mit Parameter A > 0. Zeigen Sie, dass die Verteilungs-

funktion F'x durch
0 falls x < 0
F x — b b
x(@) {l—e_m, falls x > 0.
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Aufgabe 12 Sei X eine zum Parameter \ exponentialverteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie die
“Gedéchtnislosigkeit” der Exponentialverteilung, d. h. dass

PX<z|X>s)=P(X <xz-—5s)
fir z,s € R mit s < x gilt.

Aufgabe 13 Sei Y standardnormalverteilt. Zeigen Sie: Dann ist X = aY + b normalverteilt
mit Parametern F(X) = b und Var(X) = a®.

Aufgabe 14 Seien X1, ..., X, unabhingige, normalverteilte Zufallsvariablen, welche alle den-
selben Erwartungswert p und dieselbe Varianz o2 haben. Zeigen Sie: Dann ist

1 n
Y =—+ X; —
ovn ;( ! ,u)
standardnormalverteilt.

Aufgabe 15 Es sei (X,,)nen eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen mit Dichte

() %CEQ, falls 0 < x < 3,
€T prd
0 sonst.

1 n
Berechnen Sie lim — Z X;.
=1

n—00 N 4
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Aufgabe 16 Sei X exponentialverteilt mit Parameter a > 0.
a) Beweisen Sie, dass E[X] = 1.

b) Sei Y := v/X. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fy : R — [0,1] von Y.

Seien nun X1, Xo, ... Zufallsvariablen, wobei X,, exponentialverteilt mit Parameter n? sei fiir

n € N.

c) Beweisen Sie, dass X,, —— 0 f.s.
n—oo

Aufgabe 17 Sei W eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fi : R — [0, 00), die gegeben
ist durch

72z, falls0 <z < %,

0, sonst.

fw(z) = {

a) Berechnen Sie P (W < 1)

b) Sei m € N. Zeigen Sie, dass E[W™] = % . (%)mJr2 ist.

c) Folgern Sie E[W] = § und Var[W] = &=.

Seien Wy, Wy, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die alle wie W verteilt
sind.

d) Berechnen Sie Var[W; + 3W5].
e) Berechnen Sie P(max{W;, Wa} < 1).

n
f) Konvergiert 1 S° W fiir n — oo fast sicher? Falls ja, was ist der Limes?
i=1

g) Bestimmen Sie

lim P

n—o0

n

<W1+W2+...—|—Wn—g §0>.
648



